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Druga pisna naloga

K002 - DRZAVNI IZPIT OB ZAKLJUCKU DRUGEGA CIKLUSA
Besedilo velja za vse navedene smeri:

LI02, LI03, LI15, LI1S, LI22, LI23, LI31, LI32, LIA2, LIAO,
LIB2, LICZ2, LIDZ2, LII2, LII3, LII4, LIS, LIS2, EAO02, EA10

Naloga iz MATEMATIKE

Kandidat/-ka naj resSi eno od dveh vaj in odgovori na 4 vprasanja iz vprasalnika.

VAJA 1

ax3+b
X2

Upostevaj funkcijo £, ,(x) = , kierstaa, b € R.

a) Doloci vrednosti parametrov tako, da bo premica t z ena¢bo 7x + y — 12 = 0 tangentna na
graf funkcije f, , (x) v njeni tocki P z absciso x = 1.
Privzemi od sedaj dalje, dastaa =1in b = 4.

x34+4
xZ

b) Izpelji $tudij funkcije f(x) = in narisi njen graf y. Nato napisi enacbo premice, tangentne

na krivuljo y, ki gre skozi tocko P.

c) Ob spreminjanju vrednosti realnega parametra m dolo€i Stevilo preseciS€¢ med premico z
enatboy — 5 =m(x — 1) in krivuljo y.

d) NajboS(k), kjerje k > z , plos¢&ina krivocrtnega lika, ki ga omejujejo krivulja y, njena poSevna
asimptota, premica t in premica z enacbo x = k. lzraCunaj klirP S(k) in pri tem podaj

geometrijsko razlago dobljenega rezultata.

VAJA 2

«V zacetku in koncu je skrivnost. (...) Tej skrivnosti nas matematika pribliza, a nam je ne razkrije».
(E. De Giorgi)

Prevod pripravila delovna skupina drzavnega izpita DSU FJK.

Upostevaj druzino funkcij f,(x) = Vx2—+Vax2+bx+1, kier je n€N, n>1 in
a,b€eR, a<0.

a) Preveri, da ob katerikoli vrednosti n-ja funkcija f,, ni odvedljiva v tocki z absciso x = 0. Dolo¢i,
za katero vrednost n ima graf funkcije f,, koleno. Za ustrezni vrednosti parametrov a, b graf

a na sliki prikazuje funkcijo f5(x) = |x| — Vax2 + bx + 1. Dolo&i parametra a in b in pri tem
upostevaj, da je f, definirana na intervalu [—1; 1] ter da je njen graf simetri¢en glede na
ordinatno os.
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Privzemi od sedaj dalje, dastaa = —1, b = 0.

b) Obravnavaj funkcijo g(x) = |x| + V1 —x? in preveri, da ni odvedljiva v kraji§¢ih
definicijskega obmocja in v to¢ki z absciso x = 0. Oznadi z f njen graf in narisi krivuljo
y=aup.

c) Premicar zenacbo x = k, kjerje —1 < k < 1, see J v to€kah P in Q. Dokazi, da je mera
daljice PQ maksimalna, ko je premica r os simetrije krivulje y.

d) Preveri, da je funkcija H(x)=§(arcsen(x)+xv1—x2) ena primitiva funkcije

h(x) = V1 — x2. Z metodo, ki se ti zdi najbolj primerna, izracunaj plosc¢ino krivoértnega lika,
ki ga omejuje krivulja y.
«Oblike, ki jih poleg slikarjev in pesnikov ustvarjajo matematiki, morajo biti vSeCne: ideje se

morajo, podobno kakor barve in besede, harmoniéno zlivati. Lepota je prvi preiskus in na svetu
ni trajnega prostora za grdo matematiko.». (G. H. Hardy)

Prevod pripravila delovna skupina drzavnega izpita DSU FJK.
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VPRASANJA

1. Najbo ABC pravokotni trikotnik s pravim kotom v ogliS€u B. Dokazi, da je trikotnik enakokraki,
Ce in samo Ce je viSina BH na hipotenuzo skladna s polovico hipotenuze.

2. Petkrat vrzemo neposteni kovanec, kjer je verjetnost, da pade grb, enaka p.
- KolikSna je verjetnost, da pade grb natanko dvakrat?

- Za katero vrednost p bo verjetnost, da pade grb natanko dvakrat, maksimalna?

3. V pravokotnem koordinatnem sistemu v prostoru Oxyz je dana ravninam: 3x — 2y +5 =
0.

- Dolodi koordinate to¢ke H, ki je pravokotna projekcija to¢ke P(4,2,1) na ravnino m;
x—y+1=0

in ravnino .
z—2=0

- lzraCunaj secis€e med premico s: {

4. Dokazi, da ima enadba x3 + x — cos x = 0 eno samo pozitivno resitev.

5. Dolo¢i polinomsko funkcijo 4. stopnje y = p(x), ¢e ves, da v pravokotnem koordinatnem
sistemu njen graf zados¢a sledecim pogojem:

- je tangenten na os x v izhodis€u koordinatnega sistema,;
- gre skozi to¢ko (1, 0);
- ima stacionarno tocko (2, —2).

1
6. Upostevaj integralno funkcijo F(x) :fxCos(t)

NZ= dt, z x> a, kjer je a pozitiven realen

2 1

parameter. DolocCi najvecjo vrednost a, tako da F ( - ) = =3

7. Naslednjega 5. julija bo Zemlja dosegla afelij, to¢ko na svaoiji tirnici okrog Sonca, kjer je od
njega najbolj oddaljena, priblizno 1,52 - 101 m. Perihelij pa je tocka na tirnici, kjer je Zemlja
najmanj oddaljena od Sonca, priblizno 1,47 - 10'* m. V ustreznem referenénem sistemu
doloci enacbo, ki predstavlja Zemljino pot okoli Sonca.

8. Carlo Emilio Gadda v eni od zgodb iz zbirke L'Adalgisa — Disegni milanesi pie: ,Prostori za
sluzin€ad, kopalnica, hodniki, predsoba in eno od dveh straniS¢ so bili opremljeni z malimi
rdeCimi Sestkotnimi ploScCicami. (..) Apotéma tistih plos€ic je merila 5,196 centrimetrov,
medtem ko je polmer oCrtanega kroga znasal 60 milimetrov. "

Izrazi natanéno zvezo med polmerom ocrtanega kroga in apotemo (tj. polmerom vcrtanega
kroga) za pravilni Sestkotnik. Preveri pridobljeni rezultat upoStevajoC mere, ki jih je navedel
pisec. Pojasni, zakaj je mogoCe z uporabo pravilnih Sestkotnih ploscic, ki so vse skladne,
tlakovati ravnino. S katerimi drugimi pravilnimi mnogokotniki, ki so med seboj skladni, je
mogoce tlakovati pod? Utemelji svoj odgovor.

Za nalogo ima kandidat/-ka najvec 6 ur.

Dovoljena je uporaba znanstvenih ali grafi¢nih kalkulatorjev, ki ne dovoljujejo simbolnega raunanja in nimajo internetne povezave.
Dovoljena je uporaba dvojezi¢nega slovarja (slovens¢ina-jezik drzave dijakovega izvora) za kandidate/-ke, katerih materni
jezik ni italijans¢&ina ali slovensé&ina.

Nih&e ne sme zapustiti Solskega poslopja pred iztekom 3 ur od vrocitve naloge.
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Seconda prova scritta

A002 - ESAME DI STATO CONCLUSIVO DEL SECONDO CICLO DI ISTRUZIONE

Testo valevole per tutti i seguenti indirizzi:

LI02, LI03, LI15, LI1S, LI22, LI23, LI31, LI32, LIA2, LIAO,
LIB2, LICZ, LIDZ, LII2, LII3, LIl4, LIS, LIS2, EAO02, EA10

Disciplina: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 4 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Si consideri f, , (x) =

a)

ax3+b
——» con a,b € R.

Determinare i valori dei parametri in modo che la retta t, di equazione 7x +y — 12 = 0, sia
tangente al grafico di f, , (x) nel suo punto P di ascissa x = 1.

Si ponga, dorainavanti, a =1e b = 4.

3

b) Studiare la funzione f(x) = xe4 e tracciarne il grafico y. Scrivere I'equazione dell'ulteriore retta
tangente alla curva y passante per P.

c) Al variare del parametro reale m, determinare il numero di intersezioni tra la retta di equazione
y—5=m(x—1)elacurvay.

d) Sia S(k), con k > % I'area della regione finita di piano compresa tra la curva v, il suo asintoto
obliquo, la retta t e la retta di equazione x = k. Calcolare |l kliT S(k), fornendo
un’interpretazione geometrica del risultato ottenuto.

PROBLEMA 2

«All'inizio e alla fine, abbiamo il mistero. [...] A questo mistero la matematica ci avvicina, pur senza
penetrarlo». (E. De Giorgi)

Si

consideri la famiglia di funzioni f,(x) = V¥xZ—+Vax?+bx+1, con n€N, n>1 e

a,b€eR, a<0.

a)

Verificare che, qualunque sia il valore di n, la funzione f,, non é derivabile nel punto di ascissa
x = 0. Determinare il valore di n in corrispondenza del quale il grafico di f,, presenta un punto
angoloso. Per opportuni valori dei parametri a, b, il grafico «, in figura, rappresenta la funzione

f2(x) = |x| — Vax? + bx + 1. Determinare i parametri a e b, considerando che f, & definita in
[—1; 1] e che il suo grafico & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate.
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A002 - ESAME DI STATO CONCLUSIVO DEL SECONDO CICLO DI ISTRUZIONE

Testo valevole per tutti i seguenti indirizzi:

LI02, LI03, LI15, LI1S, LI22, LI23, LI31, LI32, LIA2, LIAO,
LIB2, LICZ, LIDZ, LII2, LII3, LIl4, LIS, LIS2, EAO02, EA10

Disciplina: MATEMATICA

v

Si ponga, d'orain avanti,a = —1, b = 0.

b) Studiare la funzione g(x) = |x| + V1 — x? , verificando che non e derivabile negli estremi del
dominio e nel punto di ascissa x = 0. Indicare con f il suo grafico e tracciare la curva

y=aUp.
c) Larettar, diequazione x = k,con —1 < k < 1, interseca y nei punti P e Q. Dimostrare che la
misura del segmento PQ € massima quando r e asse di simmetria di y.

d) Verificare che la funzione H(x) = %(arcsen(x) + xV1 — x2) & una primitiva della funzione

h(x) = V1 — x2. Con il metodo che si ritiene piti opportuno, calcolare 'area della regione finita
di piano delimitata da y.

«Le forme create dal matematico, come quelle create dal pittore o dal poeta, devono essere belle:
le idee, come i colori o le parole, devono legarsi armoniosamente. La bellezza € il requisito
fondamentale: al mondo non c’e posto perenne per la matematica brutta». (G. H. Hardy)
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A002 - ESAME DI STATO CONCLUSIVO DEL SECONDO CICLO DI ISTRUZIONE

Testo valevole per tutti i seguenti indirizzi:

LI02, LI03, LI15, LI1S, LI22, LI23, LI31, LI32, LIA2, LIAO,
LIB2, LICZ, LIDZ, LII2, LII3, L1I4, LIS, LIS2, EA02, EA10

Disciplina: MATEMATICA

QUESITI

1. E dato un triangolo ABC, rettangolo in B. Dimostrare che tale triangolo & isoscele se e solo se
l'altezza BH relativa all'ipotenusa & congruente a meta ipotenusa.

2. Silancia 5 volte una moneta truccata che da testa con probabilita p.
- Qual € la probabilita di ottenere testa esattamente 2 volte?
- Per quale valore di p la probabilita di ottenere testa esattamente 2 volte € massima?
3. Nello spazio con riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, & dato il pianom : 3x —2y + 5 = 0.

- Determinare le coordinate del punto H, proiezione ortogonale di P(4, 2, 1) sul piano ;

x—y+1=0
z—2=0
4. Dimostrare che I'equazione x> + x — cos x = 0 ammette un’unica soluzione positiva.

- Determinare 'intersezione della retta s: { con il piano .

5. Determinare la funzione polinomiale di quarto grado y = p(x) sapendo che, in un sistema di
riferimento cartesiano, il suo grafico verifica le seguenti condizioni:
- e tangente all’asse x nell’origine;
- passa per il punto (1,0);
- ha un punto stazionario in (2, —2).
. o o x cos(3) o
6. Si consideri la funzione integrale F(x) = fa t—zdt, con x = a, in cui a indica un parametro
reale positivo. Determinare il piu grande valore di a in modo che F ( %) = —% .

7. Il prossimo 5 luglio la terra raggiungera I'afelio, il punto della propria orbita in cui € massima la
distanza dal Sole, pari a circa 1,52 - 10** m. Il perielio & invece il punto che si trova alla minima
distanza dal Sole, pari a circa 1,47 - 1011 m. Determinare, in un opportuno sistema di riferimento,
'equazione che rappresenta la traiettoria della Terra intorno al Sole.

8. Scrive Carlo Emilio Gadda in uno dei racconti de L’Adalgisa — Disegni milanesi: «Le stanze del

servizio, il bagno, i corridoi, 'anticamera e 'uno de’ due gabinetti, eran pavimentati con piastrelle
rosse di piccolo formato: esagonali [...]. L’'apotema di quelle mattonelle misurava centimetri
5,196: mentreche il raggio del circolo circoscritto raggiungeva i 60 millimetri».
Esprimere la relazione esatta tra raggio del cerchio circoscritto ed apotema (ossia il raggio del
cerchio inscritto) per un esagono regolare. Verificare il risultato ottenuto alla luce delle misure
indicate dallo scrittore. Spiegare perché, utilizzando piastrelle esagonali regolari tutte
congruenti, e possibile pavimentare un piano. Con quali altri poligoni regolari, tra loro congruenti,
e possibile pavimentare un piano? Motivare la risposta.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito 'uso di calcolatrici scientifiche o grafiche purché non siano dotate della capacita di elaborazione simbolica
algebrica e non abbiano la disponibilita di connessione a Internet.

E consentito I'uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di

madrelingua non italiana. Non & consentito lasciare I'lstituto prima che siano trascorse 3 ore dalla consegna della traccia.



